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ABSTRACT

The article provides a comprehensive analysis of the role and signifi-
cance of proof methods in the teaching of mathematics at the sec-
ondary school level. It argues that the acquisition of mathematical
knowledge at a purely factual level is insufficient; rather, the instruc-
tion of theorem proving is essential for the development of students’
procedural and conceptual understanding. In this context, it is em-
phasized that students must develop confidence in the validity of the
formulas, rules, and theorems they use. The study examines three prin-
cipal proof methods — namely, the procedural approach based on
given conditions, proof by contradiction, and mathematical induction
— and demonstrates their application in proving various theorems. It
is highlighted that the systematic implementation of these methods
facilitates the development of students' logical reasoning and creative
thinking, while also promoting a deeper understanding of mathemat-
ical concepts. Furthermore, the article underscores that teaching the
process of proof enhances students’ interest in mathematics and sup-
ports their active and meaningful engagement with the subject. In
conclusion, it is asserted that the appropriate selection and effective
application of proof methods play a crucial role in improving the qual-
ity of mathematics education.

Keywords: Theorem, methods of proof, proof by contradiction,
mathematical induction, procedural approach, conceptual knowledge,
creative thinking.
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Riyaziyyatin tadrisinda miixtalif isbatetma metodlarinin tatbigi

GIRIS

Elmin biitiin sahslorindos oldugu kimi riyaziyyatin da osasimi anlayislar togkil edir. Bu
anlayislar arasindaki slagenin mévcudlugu ve xiisusiyyatlori, olagelor iizerinds qurulan ganuna-
uygunluglar va nozariyyasler riyaziyyat elmini formalasdirir. Coxlu sayda riyazi anlayiglar mahiyyat
etibarils bizds faktoloji bilikler formalasdirir vo biz bu biliklorin sayasinds riyaziyyati zahiron derk
edir, onun elementlari barado molumatlanmig oluruq. Lakin riyaziyyati miifassal sokildo monim-
samak iiclin prosedural vo konseptual biliys malik olmaq lazimdir ki, bu da hamin anlayislar
arasindaki ganunauygunluglari, eloco do onun dogurdugu riyazi nazoriyyslari 6yranmoklos olds edilir.

Har bir riyazi anlayisa digor anlayislarin kdmayi ils torif verilir. Masolon, verilmis ii¢ ndqtadon
vo onlar1 birlogdiran pargalardan ibarat olan fiqura iigcbucaq deyilir vo ya ax*> + bx + ¢ = 0 (a # 0)
soklinds olan tenliklors kvadrat tonlik deyilir. Eloco do hadisonin bas vermasi {igiin alverisli hallar
sayinin imumi hallar sayina nisbati hadisonin basverms ehtimali adlanir. Goriindiiyli kimi, torif
anlayigin osas xarakteristikasini verir, onu tam sokilds ifads edir, lakin bu anlayislar arasindaki
ganunauygunluglar teoremdo 6z oksini tapir. Masalon, Bolsano-Kosi teoremins gora, [a; b]
pargasinda kosilmaz f(x) funksiyasi bu parganin uclarinda miixtalif isarali qiymatlor alirsa, onda
parcanin daxilinds elo bir ¢ noqtesi vardir ki, f(c) = 0 olur va ya tlighucagin medianlar1 bir daxili
noqtads kasisir vo kasismo ndqtasinds topadon baslayaraq 2:1 nisbatinds boliiniir. Bu tokliflarin
dogrulugunu gostormok lazimdir, ¢iinki fikrin dogrulugu asaslandirilmasa, ondan istifads etmok ham
kortobii gokilds olur, hom da ¢atinlik toradir.

Qeyd edak ki, teoremlor isbat tolob edon tokliflordir, isbatsiz qabul edilon tokliflor aksiomlar
adlanir. Riyaziyyatin hondass sahasinds teoremlor vo aksiomlar digor saholors nisbaton daha ¢oxdur.
Orta moktab riyaziyyat kursunun todrisi prosesinds xeyli teoremls rastlasiriq, lakin oksor hallarda bu
teoremlorin isbati verilmir. Teoremlarin isbatini bilmak ona gora vacibdir ki, avvala, teoremin
doqigliyine aminlik yaranir, ikincisi, sagirdin mantiqi vo yaradici tofokkiirii inkisaf etmis olur,
ticlinciisi, isbat zamani1 prosedural gedislor masala hallinds tatbiq olunur, dérdiinciisii ise sagirdlorda
fonna qarsi maraq yaranir, onlar teoremin hokmiinii aldigda sevinirlor.

Teoremlor iki hissodan ibarat olur: sort vo hokm. Isbat iso verilon sortlor daxilinds hékmiin
almmasi prosesidir. Yuxarida gostordiyimiz teoremlorde [a; b] parcasinda kosilmoz f(x)
funksiyasinin parcanin uclarinda miixtolif isarsli qiymotlor almasi, lighucagin daxilinde kasison
parcalarin medianlar olmasi sort hissaler, [a; b] pargas1 daxilinds f(c) = 0 sortini 6deyan ¢ ndqtasinin
olmasi, medianlarin kasismo noqtasi ilo topadon baslayaraq 2:1 nisbatinds bdliinmasi ise hokm
hissolordir (Altyev, 2022).

Teoremlorin isbati miixtalif metodlarla hayata kegirilir.

VERILON SORTLORO 9SASON HOKMUN ALINMASI
Bu isbatetmo metodunu totbiq edorkon avvalki biliklera, malum teoremlors, aksiomlara istinad
edilir va verilan sortlor nazara alinir. Basqa sozlo, faaliyyatin icrast zamani prosedur qaydalardan

istifada olunur.
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Bels bir teoremi isbat edok: bir ndqtaden ¢evrays ¢akilmis kasonin 6z xarici hissasi ilo hasili
bu néqtadon gevrays ¢okilmis toxunanin kvadratina barabardir. Sokildo MA — toxunan, MB — kason,
MC 1iso koasonin xarici hissosidir. Gostarak ki, A

MB - MC = MA?

MAC va MAB ii¢cbucaglarina baxaq. M bucagi
hor iki ticbucaq {iglin ortagdir, MAC va ABC
bucaglar1 iso eyni qovslora sdykendiklori iiciin M

B
borabordir. Demali, tigbucaqlarin oxsarliq slamatina C\/

goro AMAC~ AMAB. Uygun taroflorin nisbatini

yazagq:
MB _ MA
MA ~ MC

Qeyd edak ki, uygun toraflor olaraq barabor bucaqlarin qarsisindaki teroflor gotiiriiliir. Buradan
aliriq ki, MB - MC = MA? (Qohramanova, Korimov, Hiiseynov, 2020).

Basqa bir misal: néqtadon miistaviya qader masafonin
_ axg+byg+czo+d
VaZ+bZ+cZ
diisturu ilo hesablandigini isbat edok. A
-

Tutaq ki, P néqtosi vo ax + by +cz+d=0 Z n{a; b; c)

miistovisi verilib. P ndqtasinden miistoviyo
¢okilmis perpendikulyarin oturacagi M(x; y; z) P(X0:¥0:2Z0)
noqtasi olsun. PM vektorunun uzunlugu verilmis

noqtadan verilmis miistoviya qodar masafoni ifada

edacak. Aydindir ki, PM vektorunun koordinatlari

(X — x0; Y — Vo; Z — 2o ) kimidir. PM_ vektoru va 7t

normali eyni bir miistoviys perpendikulyar

oldugundan paraleldirlor. Vektorlarin kollinearliq
sarting gora x - Xo = ka, y — yo=kb, z— zo =kc olar.
Buradan x = x¢ + ka, y = yo + kb, z = 7o + kc alirq.
M noqtasi verilmis miistovi lizarinds oldugundan onun tonliyini 6demalidir:
a(xo + ka) + b(yo + kb) + c(zo + kc) +d =0

Sadoalosdirsok, ka? + kb? + kc? + axo + byo + czo+d=0vo k = ~@%o—byo—cZy—d

2al
i alang.
Eyni zamanda kollinearhia goro PM = k-1 yaza bilorik. Burada |i| = Va2 + b% + c2
oldugundan

Vi — axg+byg+czo+d axg+byg+czy+d
|PM| = |k| ' |7’l| :023}%' vaz + b2 + 2 :ualanq.
a“+b“+c VaZ+b2+ c2

Bu diistur ndqtedon miistoviyo godor mosafo diisturudur. Belolikls, toklif isbat olundu
(Quliyev, Abdullayeva, Abdullayeva, 2022).
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Riyaziyyatin tadrisinda miixtalif isbatetma metodlarinin tatbigi

Bezu teoremindas deyilir ki, P(x) coxhadlisinin (x — a) ikihadlisina boliinmasindan alinan galiq
P(x) ¢oxhadlisinin x = a olduqda giymatins barabardir.

P(x) = (x — 2)Q(x) + R(x) yaza bilorik. Burada Q(x) — natamam qismat, R(x) iso qaliq
coxhadlidir. Lakin R(x)-in deracasi bdlonin deracasindon bir vahid asagi oldugundan onun daracasi
sifir olmalidir, yani qaliq adad olmalidir. Tonlikds x = a gétiirsak, P(a) = R(a) alariq. Demali, qaliq
P(x) ¢oxhadlisinin x = a olduqda qiymatins barabordir (Qahromanova, Karimov, Quliyev, 2018).

Bolsano-Kosi teoremini isbat edok. Gostorok ki, ogor [a; b] parcasinda kosilmoz f(x)
funksiyas1 onun uclarinda miixtslif igsarali qiymatlor alirsa, onda bu parcanin daxilinds els bir ndqta
vardir ki, homin ndqtods funksiya sifira ¢evrilir. Sorta gora, f(a) < 0, f(b) > 0.[a; b] pargasini
yariya bdlok vo o hissoni gotiirok ki, onun uclarinda f(x)-in isarasi miixtolifdir (diger hissonin
uclarinda f(x)-in igarasi eyni olacaq). Bu par¢ani yenidon yartya bolsok, hisselordon birinin uclarinda
f(x)-in isaresi miixtalif olacaqdir. Prosesi bu qayda ilo sonsuz olaraq davam etdirok. Aydindir ki,
homige gotiirdilylimiiz parcanin sol ucunda f(x)-in isarasi monfi, sag ucunda ise miisbat olur.

Belolikla, bir-birins daxil olan parcalar ardicillig
aliriq ki, bu parcalarin da kosismoasi bos deyil, basqa y
s0zla, bu pargalarin kasigmasine daxil olan yeganas bir ¢ F(b)

noqtesi vardir. Bu pargalari [a.; ba] kimi isara etsok,

onda lim a,=lim b,, = c olar.

n—oo n—oo

Eyni zamanda f(a,) <0, f(b,) > 0 vo f(x) kesilmoz

a
oldugundan rlll_r)lgo f(a,) =f(c)<0vo 0 | c
rlll_r)rolo f(by) = f(c) = 0 alariq. Demali, f(c) =0 fla) — J/ b

(Fikhtengol'ts, 1968).

Y

Verilon sartlora asason hokmiin alinmasi prosedural bilik talab edir va genis yayilmis isbatetma
metodudur. Isbat prosesindo biz artiq molum olan teoremlorden istifade etmoklo addim-addim
naticays yaxinlagirlq. Onu da qeyd edok ki, ali moktablora gobul olmaq ii¢lin sagirdlor test
imtahanlar1 verdiklsrindon onlar faktoloji biliklors daha ¢ox iistiinliik verir vo teoremlarin isbati onlar
iiclin goroksiz olur. Lakin bilmak lazimdir ki, teoremlarin isbatini bilmadikds onu masals hslline
totbiq etmoak ¢atindir. Bazi hallarda bu tatbiq ya kortabii olur, ya da diizgilin naticoya gatirmir. Ona
g0ra do teoremin hokmiiniin haradan galdiyi, hans1 sortlor daxilinds 6denildiyi boyilik 6nem dastyir
va bunlar tofokkiiriin inkisafinda, masaloni diizgiin dork edarak diizgiin istigamot se¢gmokds asasli rol
oynayir. Masalan, inteqralin na oldugunu, nayi ifads etdiyini bilmodon diisturlarim kémaoyi ils
inteqrallarin hesablanmasi montiqi vo yaradici tofokkiirii inkisaf etdirmir, sadaca olaraq deklarativ
biliklor yaradir. Ancaq inteqralin hondosi olaraq ayrixstli trapesiyanin sahasini ifads etdiyini,
toromonin torsi oldugunu, homginin inteqral comlorin limiti kimi tapildigin1 bilmoklo inteqral
anlayisim daha derindon dork etmak olur ki, bu da inteqrallarin hesablanmasinda miihiim rol oynayir
(Agayeva, 2022).
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OKSINi FORZETMO METODU

Metodlardan biri do oksini forz etmokls isbat etmadir. Bu isbatetmoa metoduna ona gora ehtiyac
vardir ki, bazi hallarda teoremin sortindon hokmii bilavasite almaq olmur vo ya bunu ¢ox ¢atinlikls
oldo etmok olur. Ancaq oksini forz etmoklo isbat isi xeyli asanlasdirir vo teoremin hokmiiniin
dogrulugunu tez yaqin edirik. ©ksini forz etmokls teoremi isbat edarkon hdkmiin oksini qabul edirik
vo buradan da sorto zidd olan vo ya timumiyyatls, sohv olan naticoys galib ¢ixiriq. Bu da onu gdstarir
ki, hokmiin aksi dogru deyil, yoni hokm dogrudur (Siilleymanov, 2025).

Oksini forz etmokls isbat metodundan stereometriya masalalorindo daha ¢ox istifado olunur.
Mosalon, miistovilorin paralellik olamatinin isbat1 oksini forz etmoklo aparilir. ©lamot belodir: bir
miistovi lizorinds iki kasison diiz xatt uygun olaraq digor miistovi ilizorindaki iki kesigon diiz xotto
paraleldirso, onda bu miistavilor paraleldir.

Forz edok ki, a // ¢ va b // d, lakin < va 8

miistovilori hor hansit m diiz xotti boyunca kasisir. a
Aydindir ki, sorto goro a vo b diiz xatlori f miistovisine ><
paralel olacaq. Bu halda, « miistovisi § —ya paralel olan a A b
o m

diiz xottindon kegib [-m kosdiyindon a diiz xotti

miistovilorin m kosismo xattine paralel olacaqdir: a // m.

Eyni qayda ilo b / m olar. Miistovilorin m kasigma xatti hor C
iki miistaviyo aid oldugundan aliriq ki, &« miistovisi lizarindo
A noqtesindon m diiz xatting iki paralel diiz xstt kegirilib. B d

Bu iso paralellik aksiomuna ziddir. Demoali, < vo f

miistavilari kosigo bilmoaz, yani paraleldir.

Qeyd edsk ki, isbatin gedisinds istifads etdiyimiz teoremlor do oksini forzetmo metodu ils isbat
olunur. Bu teoremlardan biri diiz xattin miistaviys paralellik slamatidir; bels ki, agar diiz xatt miistavi
iizorindo hor hansi diiz xatto paraleldirse, onda miistavinin 6ziino do paraleldir. Ikincisi iso kosison
miistovilorin xassasidir: agor bir miistovi diger miistoviya paralel olan diiz xatdon kecib homin
miistovini kasirsa, onda bu diiz xstt miistovilorin kesisms xattine paraleldir.

Diiz xottin miistoviys paralellik slamatini isbat edok:

Tutaq ki, a // b; isbat edak ki, a // . Forz edok
d

ki, a diiz xotti & miistovisina paralel deyil. Onda bu

diiz xott miistavini hor hansi bir néqtads kasacok.

Kasisma noqtasi b diiz xattine aid ola da, olmaya da

bilar. Birinci halda a va b diiz xatlori kasiser, ikinci

halda isa ¢arpaz olarlar. Bu isa a va b diiz xatlarinin b
oL

paralellik sortine ziddir. Demali, a diiz xotti

miistavisini kasa bilmaz, yani onlar paraleldir.
Ikinci teoremi isbat edok: Tutaq ki, o< miistovisi § miistovisine paralel olan a diiz xattinden

kecib onu hor hansi m diiz xatti boyunca kosir. isbat edok ki, a // m.
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Forz edok ki, a vo m diiz xatlori kasisir. m diiz xatti
miistovilorin kesisma xatti oldugundan ham dos § miistovisi
lizorinds olacaq vo demali, a diiz xotti f miistovisini do 7
kosmis olacaqdir. Lakin gorto goro a // . Buradan alinir ki, o

a diiz xotti m diiz xattini kasa bilmoz, yoni a // m.

Beloliklo goriiriik ki, oksini forzetmo metodu isbat
iiclin no qodor faydali ve alveriglidir (Qshramanova, m
Karimov, Hiiseynov, 2017). i

Elaco do limitin yegansliyi haqqinda teorems gora

[a; b] parcasinda toyin olunmus, kosilmoz f(x)

funksiyasinin ¢ € (a; b) olmagla x = ¢ olduqda limiti var vo bu limit yeganadir. Limitin varlig
askardir, bu limitin yeganoliyini isbat edok. Isbat1 oksini farzetma metodu ilo aparaq. Tutaq ki, x —
¢ olduqda f(x)-in iki limiti vardir: A vo B. Basqa sozlo, }Cl_r)ré f(x)=Avo }Cl_rg f(x) = B. Limitin

torifine gora istonilon € > 0 {igiin elo

&1 > 0 va 8, > 0 odadlori vardir ki, |[x — ¢| < 8; vo |x — ¢| < &, olduqda |f(x) — A <§V9
|f(x) —B| < gbgrabgrsizliklsri Odonir. Onda yaza bilarik:

|A=Bl=1A=B+f(x) = f@)| <If(x) — Al +|f(x) =Bl <s+>=¢

Bu o demokdir ki, x — ¢ olduqda f(x) funksiyasi eyni bir limito yaxinlasir, yoni A = B
(Fikhtengol'ts, 1968).

RIYAZI INDUKSiYA METODU

Isbatetmo metodlarindan biri do riyazi induksiya metodudur. Bu metoddan, asason, cobr
sahasindo, xiisuson do miioyyon eyniliklorin vo berabarsizliklorin isbatinda istifade olunur.
Umumiyyaetle, induksiya anlayis1 xiisusiden iimumiyo kegidi, yoni iimumilosmoni nozordo tutur.
Mohz riyazi induksiya metodunun da mahiyysti ondan ibarstdir ki, har hansi toklifin dogrulugunu
xiisusi hallarda yoxlayib onun daha {imumi hallarda dogrulugunu gostoririk. Masoalon, asagidaki
borabarsizliyi riyazi induksiya metodunun komayi ils isbat edok:

1,1 1 1

1—2+2—2+"'+ﬁ<2-z(1’lEN,1’122)

Olbatts, bu borabarsizliyi diger iisullarla da isbat etmak miimkiindiir, lakin riyazi induksiya
metodu daha sado va slverislidir. ©vvalca n = 2 ii¢iin borabarsizliyin dogrulugunu yoxlayagq: %

1 1 1.1

+2_2<2-EV9 lz< 15

Demali, n = 2 {iglin barabarsizlik dogrudur.

Indi n = k ii¢iin borabarsizliyin dogrulugunu qobul edib n =k + 1 {i¢iin dogrulugunu gostarak.

Basqa sozlo, tutaq ki, 1% + ziz + -+ k—lz <2- % barabarsizliyi dogrudur, gosterak ki,

G <2- Py barabarsizliyi ds istonilon k {igiin 6danilir.

1 1 1
Sttt
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Aydlndlrki
1 1 1 k+1
Ftutote +(k+1>z t w2 D " e Ep <2-
1 1 .1
e e =2

Belolikla, borabarsizlik n = 2 ii¢lin dogrudur va istonilon n = k {i¢iin dogrulugundan n =k + 1

iiclin dogrulugu alinir. Demali, barabarsizlik istanilon n {i¢iin dogrudur.

Basqa bir misal: Tutaq ki, (1 - %)(1 - g) (1 -

_ n+2 e e u s
(n+1)2) = 2t eyniliyini isbat etmak tolob

olunur (Riyaziyyat ensiklopediyasi, 2011).

Bu eyniliyi riyazi induksiya metodu ilo asanligla isbat etmok olar. n = 1 olduqda
1

1- 23 (1+1) aliriq ki, bu da dogru barabarlikdir. n = k ii¢iin eyniliyin dogrulugunu gabul edok:
k+2 _ e e g )
(1- Z)(l —5) = (1 - (k+1)2) BT R k + 1 {igiin iss eyniliyin dogru olmasini1 gostorak,
1 K+

. 1 1 _
yani (1 - Z)(l -3) (1 - (k+1)2)(1 (k+2)2) 2(k+2) oldugunu osaslandiraq.

1 _ k+2 1 _ k2 (k+2)’-1
(1'(k+1)2)( '(k+2)2)_2(k+1) (1'(k+2)2) 2(k+1)  (k+2)2

Aydindir ki, (1 - %)(1 - i)

k+2  (k+3)(k+1) _ k+3
2(k+1) (k+2)2 2(k+2)

Demali, eynilik dogrudur (Fikhtengol'ts, 1968).

NOTICO

Riyaziyyatin todrisi prosesindo gostordiyimiz isbatetmo metodlarini totbiq etmoklo hom
sagirdlordo moentiqi vo yaradici tofokkiir inkisaf edir, hom do onlarda Oyrondiklori teoremlorin,
qaydalarin diizgilinliiyiine inam hissi yaranir. Beloliklo, onlar riyaziyyati daha derindon sevmoyo
baglayirlar.

Elmi fikirlor yalmz torif, teorem, aksiom soklindo gostorilmir, hamginin miixtalif sopkili
fikirlori 6zlinde comloasdiran hipotezlor, lemma vo postulatlar da vardir. Postulatlar, adston, fizikada
aksiomlar1 avoz edir, massalon, Eynsteynin nisbilik nazariyyasinin postulatlari vo ya kvant fizikasinda
Bor postulatlari. Lemmalar iso teoremlarin isbati ii¢lin kdmakgi rolunu oynayir. Yuxarida Bolsano-
Kosi teoreminin isbatinda istifads etdiyimiz bir-birine daxil olan pargalarin kosigsmasinin yegana
noqtadan ibarat olmasi fakti, sslinds, lemmadir vo onun 6zii do isbat olunur. Alimlar, asason, heg bir
dalila sdykenmayan, 6zlerinin siiurlarinda canlandirdiglart fikirlori hipotez soklinda séylayir va
sonradan bunlarin bazilori 6z elmi asasini tapir, bozilori iss silinib gedir. Teoremlor iss isbata ehtiyaci
olan tokliflordir, elmi qanunauygunluqlardir. Teoremlorin isbati {imumtohsil maoktoblorinds
sagirdlara miitlaq Oyradilmalidir, oks halda, onlarda azbargilik yaranar, onlar teoremlorden faktoloji
biliklor kimi istifads edorlor. Belo istifado miioyyan hallarda somora versa do, oksor hallarda
ohomiyyatsiz olur, riyazi gedislor aparilmir, yeni biliklor dyrenilmir. Riyazi isbat sagird zehnini,
tofokkiirlinli harakat etdiran, inkisafa aparan miihiim vasitadir.
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Riyaziyyatin tadrisinda miixtalif isbatetma metodlarinin tatbigi

Isbatin gdstordiyimiz formalarindan har biri shomiyyatlidir. Verilmis teoremi isbat etmok {igiin
bu formalardan uygun olan1 segmok vacibdir. Oslinds, burada elo bir ¢atin masalo yoxdur, agor
ardicil amaliyyatlarla teoremin hékmii alinirsa, onda asas isbatetms formasindan istifade etmok olar.
Boazon iso bu miimkiin olmur va teoremdon hdkmiin oksini forz etmokls ziddiyystin alinacagi malum
olur. Bels hallarda aksini farzetms metodu olduqca samorslidir. Riyazi induksiya metodu avvalki iki
metodun totbigi miimkiin olmadiqda eyniliklarin va barabarsizliklsrin isbatinda tatbiq olunur, basqa
s0zlo, toklifin dogrulugu n = 1 ii¢iin qobul edilir vo n =k ii¢lin dogrulugundan n = k+1 {i¢iin dogrulugu
gostarilir.

Gostordiyimiz har ii¢ isbatetma metodu genis totbiglora malikdir. Onlardan istifads sagirdlorde
boylik maraq dogurur vo riyaziyyati daha havasle 6yronmoaya ¢aligirlar.
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